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Uvod
U ovom radu c´emo promatrati nelinearnu disipativnu Burgersovu jednadzˇbu
ut + uux = εuxx, (1)
uz odredene pocˇetne uvjete. Konstanta ε > 0 se naziva koeficijent viskoznosti, pa se gor-
nja jednadzˇba ponekad naziva viskozna Burgersova jednadzˇba. Uz viskoznu Burgersovu
jednadzˇbu od interesa je i neviskozna Burgersova jednadzˇba
ut + uux = 0 (2)
koja predstavlja skalarni zakon sacˇuvanja. Pokazˇe se ([4]) da za ε → 0 rjesˇenje od (1), uz
neke dodatne uvjete, konvergira prema rjesˇenju od (2).
Burgersova jednadzˇba ima sˇiroku primjenu u mehanici fluida, kod modeliranja vode u
nezasic´enom ulju, dinamike tla u vodi, turbulentne difuzije, kozmologije i seizmologije.
Prvi ju je uveo engleski matematicˇar H. Bateman. Nizozemski matematicˇar J. M. Burgers
ju je predlozˇio kao matematicˇki model za turbulenciju ([3]). Hopf i Cole su je proucˇavali
u kontekstu dinamike plinova.
U Poglavlju 1 definirat c´emo vazˇne pojmove iz funkcionalne analize i pokazati neke
rezultate. Od posebnog interesa c´e nam biti Hilbertovi i Banachovi prostori, koje c´emo
definirati i navesti vazˇne primjere tih prostora i njihova svojstva.
U Poglavlju 2 definirat c´emo posebnu klasu linearnih operatora na Banachovim pros-
torima, takozvane sektorijalne operatore, i pokazati neka njihova korisna svojstva.
U Poglavlju 3 promatrat c´emo nelinearni problem
du
dt
+ Au = f (t, u), t > t0
u(t0) = u0,
pri cˇemu c´emo pretpostavljati da je A sektorijalan operator i f lokalno Ho¨lder neprekidna
po t i lokalno Lipschitz neprekidna po u. Navest c´emo i dokazati nuzˇne uvjete za egzisten-
ciju i jedinstvenost rjesˇenja gornjeg problema.
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U Poglavlju 4 c´emo promatrati inicijalni problem za Burgersovu jednadzˇbu
ut + uux = εuxx, (t, x) ∈ (0, ∞) ×Ω, ε > 0,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω.
Pokazat c´emo da je operator A = εuxx sektorijalan i funkcija f = uux lokalno Ho¨lder ne-
prekidna po t i lokalno Lipschitz neprekidna po u, sˇto c´e nam omoguc´iti da pokazˇemo da
disipativna Burgersova jednadzˇba ima jedinstveno rjesˇenje. Jednadzˇbu (1) c´emo linearizi-
rati Hopf - Cole transformacijom kako bi dobili eksplicitnu formulu za rjesˇenje.
Poglavlje 1
Prostori funkcija
1.1 Banachovi i Hilbertovi prostori
U ovom poglavlju c´emo definirati neke pojmove iz funkcionalne analize i iskazat c´emo
Banachov teorem o fiksnoj tocˇki. Osnovne reference su [1], [2], [7], [8], [10] i [11]. Od
posebnog interesa c´e nam biti potpuni unitarni prostori, takozvani Hilbertovi prostori, cˇiju
definiciju i vazˇne primjere navodimo u nastavku.
Definicija 1.1.1. Kazˇemo da niz vektora (xn)n∈N u normiranom prostoru X konvergira
prema vektoru x ∈ X ako
∀ε > 0, ∃n0 ∈ N tako da n0 ≤ n⇒ ||xn − x|| < ε.
Kazˇemo da je niz (xn)n∈N Cauchyjev ako
∀ε > 0, ∃n0 ∈ N tako da n0 ≤ m, n⇒ ||xm − xn|| < ε.
Definicija 1.1.2. Kazˇemo da je normiran prostor X potpun ili Banachov prostor ako svaki
Cauchyjev niz u X kovergira u X. Potpun unitaran prostor se naziva Hilbertov prostor.
Definicija 1.1.3. Neka je (xn)n∈N niz u normiranom prostoru X. Kazˇemo da red
∑∞
k=1 xk
konvergira prema vektoru x ∈ X ako je x = limn→∞ sn, pri cˇemu je (sn) niz parcijalnih
suma; sn =
∑n
k=1 xk.
Kazˇemo da red konvergira apsolutno ako konvergira red nenegativnih brojeva
∑∞
k=1 ||xk||.
Propozicija 1.1.4. Neka je (xn) Cauchyjev niz u normiranom prostoru X. Tada vrijedi
1. Skup {xn : n ∈ N} je ogranicˇen.
3
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2. Za svaki niz pozitivnih brojeva (εn) postoji podniz (xp(n)) niza (xn) sa svojstvom
||xp(n+1) − xp(n)|| < εn, ∀n ∈ N.
Dokaz. 1. Za ε = 1 postoji n0 takav da
n0 ≤ m, n⇒ ||xm − xn|| < ε.
Posebno, za svaki n ≥ n0 imamo
||xn|| ≤ ||xn − xn0 || + ||xn0 || < 1 + ||xn0 ||.
2. Neka je zadan niz (εn). Nadimo n1 takav da
n1 ≤ m, n⇒ ||xm − xn|| < ε1.
Stavimo p(1) = n1. Nadalje, postoji n2 > n1 takav da
n2 ≤ m, n⇒ ||xm − xn|| < ε2.
Stavimo p(2) = n2. Sada matematicˇkom indukcijom dolazimo do niza (xp(n)) za koji
vrijedi tvrdnja.

Propozicija 1.1.5. Neka Cauchyjev niz (xn) u normiranom prostoru X ima podniz (xp(n))
koji konvergira prema x ∈ X. Tada je x = limn→∞ xn.
Dokaz. Za zadani ε mozˇemo nac´i n1takav da
n ≥ n1 ⇒ ||xp(n) − x|| < ε2
i mozˇemo nac´i n2 takav da
n, m ≥ n2 ⇒ ||xn − xm|| < ε2 .
Neka je n0 = max{n1, n2}. Za n ≥ n0 je p(n) ≥ n ≥ n0. Sada za n ≥ n0 imamo
||xn − x|| ≤ ||xn − xp(n)|| + ||xp(n) − x|| < ε2 +
ε
2
= ε.

Teorem 1.1.6. Normiran prostor X je potpun ako i samo ako svaki apsolutno konvergentan
red
∑∞
k=1 xk iz X kovergira u X.
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Dokaz. Neka je X potpun i
∑∞
k=1 ||xk|| < ∞. Tada je niz parcijalnih suma tog reda Cauchyjev
pa za ε > 0 postoji n0 ∈ N takav da
m > n ≥ n0 ⇒
m∑
k=1
||xk|| −
n∑
k=1
||xk|| =
m∑
k=n+1
||xk|| < ε.
Takoder, za m > n ≥ n0 vrijedi
||sm − sn|| =
∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
m∑
k=n+1
xk
∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ ≤
m∑
k=n+1
||xk|| < ε.
Dakle, niz (sn) je Cauchyjev. Kako je prostor X potpun, red
∑∞
k=1 xk kovergira u X.
Obratno, neka svaki apsolutno konvergentan red iz X konvergira u X. Neka je (xn)
proizvoljan Cauchyjev niz u X. Na temelju Propozicije 1.1.4 mozˇemo nac´i podniz (xp(n))
niza (xn) takav da vrijedi
||xp(n+1) − xp(n)|| < 1n2 .
Ocˇito red
∑∞
k=1 ||xp(k+1) − xp(k)|| konvergira.
Po pretpostavci, konvergira i red
∑∞
k=1[xp(k+1) − xp(k)] pa, po definiciji, konvergira i nje-
gov niz parcijalnih suma (tn); tn =
∑n
k=1[xp(k+1) − xp(k)] = xp(n+1) − xp(1).
Dakle, postoji x ∈ X takav da x = limn→∞ tn = limn→∞ xp(n+1)−xp(1), to jest limn→∞ xp(n) =
x + xp(1). Iz Propozicije 1.1.5 slijedi limn→∞ xn = x + xp(1) pa zakljucˇujemo da je prostor X
potpun. 
POGLAVLJE 1. PROSTORI FUNKCIJA 6
1.2 Lp prostori
Neka je (Ω, M, µ) prostor mjere i f kompleksna funkcija na Ω, izmjeriva u odnosu na
σ-algebru M (u C promatramo σ-algebru generiranu svim otvorenim skupovima).
Za 1 ≤ p < ∞ definiramo
|| f ||Lp(Ω) =

∫
Ω
| f |p dµ

1
p
.
Poistovjec´ujuc´i funkcije koje se razlikuju na skupu mjere 0, definiramo
Lp(Ω) = { f : Ω→ C : f izmjeriva, || f ||Lp(Ω) < ∞}.
Promatramo prostor
L2(Ω) = { f : Ω→ C : f izmjeriva,
∫
Ω
| f |2 dµ < ∞}, (1.1)
na kojem je definiran skalarni produkt
( f |g) =
∫
Ω
f g¯ dµ
i iz njega izvedena norma
|| f ||L2(Ω) =

∫
Ω
| f |2 dµ

1
2
. (1.2)
Sljedec´i teorem navodimo bez dokaza koji se mozˇe pronac´i u [1].
Teorem 1.2.1. L2(Ω) je Hilbertov prostor sa normom || · ||L2(Ω).
Visˇe o svojstvima Lp prostora i o prostorima mjere mozˇe se pronac´i u [1] i [7].
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1.3 Prostori Soboljeva
Prostori Soboljeva ([2], [10]) su bitna klasa beskonacˇnodimenzionalnih Banachovih pros-
tora koji u svojoj definiciji sadrzˇe slabu derivaciju (Definicija 1.3.3). U posebnom slucˇaju
(Definicija 1.3.6) prostori Soboljeva su unitarni, dakle Hilbertovi prostori.
Wk,p prostori
Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup.
Definicija 1.3.1. Nosacˇ funkcije f Ω→ R definiramo kao
supp f = {x ∈ Ω f (x) , 0}.
Definiramo prostor test funkcija kao
D(Ω) = C∞c (Ω) = { f ∈ C∞(Ω) : supp f ⊂ Ω}.
Definicija 1.3.2. Kazˇemo da je linearan funkcional f na C∞c (Ω) distribucija ako za svaki
kompaktni skup K ⊂ Ω postoji konstanta C < ∞ i k ∈ N tako da vrijedi
| f (ϕ)| ≤ C||ϕ||k,∞, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω), supp ϕ ⊂ K.
Za u ∈ L1loc(Ω) distribuciju definiramo kao
fu(ϕ) =
∫
Ω
uϕ, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω).
Skup svih distribucija oznacˇavamo s D′(Ω).
Definicija 1.3.3. Neka je u ∈ L1loc(Ω) i α multiindeks. Kazˇemo da u ima slabu derivaciju
ako postoji v ∈ L1loc(Ω) tako da vrijedi
(−1)α
∫
Ω
uDαϕ =
∫
Ω
vϕ, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω).
Takav v je jedinstven ([10]) i pisˇemo Dαu = v.
Sada smo u moguc´nosti definirati takozvane prostore Soboljeva.
Definicija 1.3.4. Neka je k ∈ N0 i p ∈ [1, +∞]. Definiramo prostore
Wk,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu postoji, Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α multiindex, |α| ≤ k}.
Na prostoru Wk,p(Ω) definiramo normu na sljedec´i nacˇin
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• ||u||Wk,p(Ω) =
(∑
|α|≤k ||Dαu||pLp(Ω)
) 1
p , p < ∞;
• ||u||Wk,∞(Ω) = max|α|≤k ||Dαu||L∞(Ω).
Teorem 1.3.5. Prostor Wk,p(Ω) je Banachov prostor sa normom || · ||Wk,p(Ω).
Hk prostori
Definicija 1.3.6. Za p = 2 i k ∈ N0 definiramo prostore
Hk(Ω) = Wk,2(Ω), (1.3)
sa normom
||u||Hk(Ω) =
∑
|α|≤k
||Dαu||2L2(Ω)

1
2
. (1.4)
Za u, v ∈ Hk(Ω) definiramo unutarnji produkt sa
(u|v)Hk(Ω) =
∑
|α|≤k
∫
Ω
(Dαu)(Dαv).
Teorem 1.3.7. Hk(Ω) je Hilbertov prostor sa normom || · ||Hk(Ω).
Od interesa c´e nam biti i sljedec´i prostori
Hk0(Ω) = {u ∈ Hk(Ω) : u = 0 na ∂Ω} ⊂ Hk(Ω), (1.5)
sa normom nasljedenom iz Hk(Ω).
Visˇe o svojstvima prostora Soboljeva, kao i dokaze gornjih teorema, mozˇe se pronac´i u
[10].
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1.4 Banachov teorem o fiksnoj tocˇki
Definicija 1.4.1. Neka je X Banachov prostor i f : X → X funkcija. Kazˇemo da je x ∈ X
fiksna tocˇka ako vrijedi f (x) = x.
Definicija 1.4.2. Neka je X Banachov prostor. Kazˇemo da je funkcija f : X → X Lipsc-
hitzova ako postoji L > 0 takav da
|| f (x) − f (y)|| ≤ L||x − y||, ∀x, y ∈ X.
Kazˇemo da je funkcija f
• neekspanzivna ako je L = 1,
• kontrakcija ako je || f (x) − f (y)|| < ||x − y||, ∀x, y ∈ X, x , y,
• κ-kontrakcija ako je L = κ < 1.
Teorem 1.4.3. (Banachov teorem o fiksnoj tocˇki / Princip kontrakcije) Neka je X Banachov
prostor, Y ⊆ X zatvoren podskup i f : Y → Y κ-kontrakcija. Tada f ima tocˇno jednu fiksnu
tocˇku x.
Gornji teorem navodimo bez dokaza koji se mozˇe pronac´i u [2] i [11]. Bit c´e nam
vazˇan za dokaz jedinstvenosti rjesˇenja nelinearnog problema (3.3). Koristit c´emo ga u
dokazu Teorema 3.2.3.
Poglavlje 2
Sektorijalni operatori
Poglavlje zapocˇinjemo primjerom, a kasnije c´emo generalizirati i dati definiciju sektorijal-
nih operatora i navesti neka njihova svojstva.
Neka je Ω ⊆ R otvoren interval. Definiramo operator A na sljedec´i nacˇin
Au(x) = −K d
2u
dx2
, x ∈ Ω (2.1)
pri cˇemu je u glatka funkcija na Ω takva da u(x) = 0, za x ∈ ∂Ω.
Za glatke funkcije u i v vrijedi
(Au, u) = −K
∫
Ω
u′′(x)u(x) dx = K
∫
Ω
(u′(x))2 dx ≥ 0,
i
(Au, v) = −K
∫
Ω
u′′(x)v(x) dx = (u, Av).
Koristec´i Friedrichsov teorem ([6]), zakljucˇujemo da je A prosˇirenje hermitskog gusto de-
finiranog linearnog operatora na L2(Ω). Vrijedi
D(A) = {u ∈ L2(Ω) : Au ∈ L2(Ω)} = H10(Ω) ∩ H2(Ω). (2.2)
Spektar operatora A je
σ(A) = {λn = kpi
2
|Ω|2 n
2 : n = 1, 2, . . .}
s pripadnim svojstvenim funkcijama
un =
√
2
|Ω| sin
(
npix
|Ω|
)
10
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pri cˇemu je
(un|um) = δnm, n, m = 1, 2, . . .
i
Aun = λnun, n = 1, 2, . . .
Projekcija na n-tu svojstvenu funkciju je dana s
En(v)(x) = un(x)(un|v)
Nadalje, imamo
Aαu =
∞∑
n=1
λαn En(u)
i
(λI − A)−1u =
∞∑
n=1
(λ − λn)−1En(u), λ , λn, ∀n.
Iskoristimo li cˇinjenicu
||u||2 =
∫
Ω
u2(x) dx =
∞∑
n=1
(un|u)2
slijedi da za svaki α ≥ 0 vrijedi
D(Aα) = {v ∈ L2(Ω) :
∞∑
n=1
λ2αn (un, v)
2 < ∞}.
Posebno c´emo promatrati operator A, definiran sa (2.1), na prostoru L2(Ω) i pokazat
c´emo da je taj operator sektorijalan (Poglavlje 4.2).
Prije toga navodimo definiciju i neka posebna svojstva sektorijalnih operatora.
2.1 Osnovni pojmovi i svojstva
Definicija 2.1.1. Neka su X i Y Banachovi prostori. Kazˇemo da je linearan operator
A : X → Y zatvoren ako
xn → x u X i Axn → y u Y ⇒ Ax = y.
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Definicija 2.1.2. Neka su X i Y Banachovi prostori i neka je je A : X → Y ogranicˇen
linearan operator. Rezolventni skup od A definiramo sa
ρ(A) = C \ σ(A),
gdje je sa
σ(A) = {λ ∈ C : A − λI nije bijekcija}
definiran spektar linearnog operatora. Za λ ∈ ρ(A) definiramo rezolventni operator Rλ :
X → X sa
Rλu = (λI − A)−1u.
Teorem 2.1.3. Za λ, µ ∈ ρ(A) vrijedi
Rλ − Rµ = (µ − λ)RλRµ. (2.3)
Definicija 2.1.4. Neka je X Banachov prostor i A linearan operator na X. Kazˇemo da
je A sektorijalan operator ako je zatvoren gusto definiran operator takav da je za neke
ϕ ∈ (0, pi2 ), M > 1 i a realan, skup
S a,ϕ = {λ : ϕ ≤ |arg (λ − a)| ≤ pi, λ , a} ⊂ ρ(A)
i
||(λI − A)−1|| ≤ M|λ − a| , ∀λ ∈ S a,ϕ.
Definicija 2.1.5. Analiticˇka polugrupa na Banachovom prostoru X je familija {T (t)}t≥0
neprekidnih linearnih operatora na X koja zadovoljava
• T (0) = I, T (t)T (s) = T (t + s) za t, s ≥ 0
• T (t)x→ x kada t → 0+, za svaki x ∈ X
• t → T (t)x je realna analiticˇka za t ∈ (0, ∞), za svaki x ∈ X.
Infinitezimalni generator L gornje polugrupe je definiran sa
Lx = lim
t→0+
1
t
(T (t)x − x) ,
cˇija je domena dana sa
D(L) = {x ∈ X : Lx postoji}
i pisˇemo T (t) = eLt.
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Teorem 2.1.6. Ako je A sektorijalan operator, tada je −A infinitezimalni generator ana-
liticˇke polugrupe {e−At}t≥0, pri cˇemu je
e−At =
1
2pii
∫
Γ
eλt (λI + A)−1 dλ
gdje je Γ kontura u ρ(−A), pri cˇemu arg λ→ ±θ kada |λ| → ∞, za neki θ ∈ (pi2 , pi).
Nadalje, e−At mozˇe biti analiticˇki nastavljen u sektor {t , 0 : |arg t| < ε} koji sadrzˇi
pozitivnu realnu os, i ako je Re λ > a za λ ∈ σ(A), tada za t > 0 vrijedi∣∣∣∣∣∣e−At∣∣∣∣∣∣ ≤ Ce−at
i ∣∣∣∣∣∣Ae−At∣∣∣∣∣∣ ≤ C
t
e−at
za neku konstantu C. Konacˇno, ddt e
−At = −Ae−At za t > 0.
Dokaz. Bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti a = 0 i ||(λ + A)−1|| ≤ M
λ+|δ| za|pi − arg λ| ≥ φ za neke konstante δ, M > 0 i φ ∈ (0, pi2 ). Inacˇe, zamijenimo A sa A + aI.
Odaberimo θ ∈ (pi2 , pi − φ) i definirajmo e−At gornjim integralom. Uocˇimo da gornji
integral konvergira apsolutno ako je t > 0. Po Cauchyjevom teoremu vrijedi da integral
ostaje nepromijenjen ako konturu Γ pomaknemo u desno za malu udaljenost. Oznacˇimo
pomaknutu konturu sa Γ′. Tada za t, s > 0 imamo
e−Ate−As =
1
(2pii)2
∫
Γ
∫
Γ′
eλt (λI + A)−1 eµt (µI + A)−1 dµ dλ
=
1
(2pii)2
∫
Γ
∫
Γ′
eλt+µs (µ − λ)−1
[
(λI + A)−1 − (µI + A)−1
]
dµ dλ
pri cˇemu smo u drugoj jednakosti koristili rezolventni identitet (2.3). No, za λ ∈ Γ, µ ∈ Γ′
vrijedi ∫
Γ
eλt (µ − λ)−1 dλ = 0,
i ∫
Γ′
eµs (µ − λ)−1 dµ = 2pii eλs
pa je
e−Ate−As =
1
2pii
∫
Γ
eλ(t+s) (λI + A)−1 dλ = e−A(t+s).
POGLAVLJE 2. SEKTORIJALNI OPERATORI 14
Dakle, {e−At}t≥0 je polugrupa. Uocˇimo da za ε ∈ (0, θ− pi2 ) integral konvergira uniformno
u svakom kompaktnom skupu u {|arg λ| < ε} pa je tu polugrupa analiticˇka.
Stavimo li µ = λt uz t > 0 imamo
∣∣∣∣∣∣e−At∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ 12pii
∫
Γ
eµ
(
µ
t
I + A
)−1 dµ
t
∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ M2pi
∫
Γ
|eµ| |dµ||µ| ,
i ∣∣∣∣∣∣Ae−At∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
2pi
M
δ
∫
Γ
|eµ| |dµ||µ| ·
1
t
=
C
t
.
Pokazˇimo da vrijedi e−Atx→ x kad t → 0+ za svaki x ∈ X.
Kako je
∣∣∣∣∣∣e−At∣∣∣∣∣∣ ≤ C za svaki t ≥ 0 i D(A) je gust skup u X, dovoljno je pokazati tvrdnju za
x ∈ D(A).
Neka je x ∈ D(A) i t > 0. Imamo sljedec´e
e−Atx − x = 1
2pii
∫
Γ
eλt
[
(λI + A)−1 − λ−1
]
x dλ = − 1
2pii
∫
Γ
λ−1eλtA(λI + A)−1x dλ,
pa je ∣∣∣∣∣∣e−Atx − x∣∣∣∣∣∣ ≤ C ||Ax|| t.
Dakle, {e−At}t≥0 je jako neprekidna polugrupa koja se prosˇiruje u analiticˇku polugrupu u
|arg t| < ε.
Nadalje, za x ∈ D(A) i t > 0 vrijedi
d
dt
e−Atx + Ae−Atx =
1
2pii
∫
Γ
eλt (λI + A) (λI + A)−1 x dλ = 0.
Za x ∈ D(A) i t → 0+ slijedi
1
t
(
e−Atx − x
)
= −1
t
t∫
0
e−AsAx ds→ −Ax.
Dakle, −A je sadrzˇan u generatoru G polugrupe.
Pokazˇimo da je −A zaista generator. Za λ ≥ 0 definiramo
R(λ)x =
∞∫
0
e−λte−At x dt.
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Za svaki x je e−Atx ∈ D(A) za t > 0 i za δ > 0 vrijedi
A
∞∫
δ
e−λte−Atx dt = e−λδe−Aδx − λ
∞∫
δ
e−λte−Atx dt.
Kako je A zatvoren, R(λ)x ∈ D(A) ⊂ D(G) za svaki λ ≥ 0, x ∈ X. No, ako je x ∈ D(G)
onda je e−Atx ∈ D(G) za svaki t ≥ 0 i Ge−Atx = ddt e−Atx = e−AtGx. Slicˇan argument pokazuje
da vrijedi
R(λ)(λ −G)x = x, x ∈ D(G).
Dakle, D(G) ⊂ R(R(λ)) ⊂ D(A) pa je −A = G. 
Vrijedi i obrat gornjeg teorema, to jest ako −A generira analiticˇku polugrupu, onda je
A sektorijalan operator ([6]). Visˇe o teoriji polugrupa mozˇe se pronac´i u [4].
Definicija 2.1.7. Neka je A sektorijalan operator takav da Re σ(A) > 0. Tada za svaki
α > 0 definiramo
A−α =
1
Γ(α)
∞∫
0
tα−1e−Atdt. (2.4)
Nadalje, sa Aα definiramo inverz od A−α i D(Aα) = R(A−α). Za α = 0 imamo identitetu na
X.
U nastavku navodimo neka svojstva operatora Aα bez dokaza. Osnovne reference su
[6], [9] i [10].
Teorem 2.1.8. Ako je A sektorijalan operator na X sa svojstvom Re σ(A) > 0, tada je
za svaki α > 0 operator A−α ogranicˇen linearan operator koji je injektivan na X koji
zadovoljava A−αA−β = A−(α+β) za α, β > 0. Nadalje, za 0 < α < 1 vrijedi
A−α =
sin(piα)
pi
∞∫
0
λ−α(λ + A)−1 dλ.
Teorem 2.1.9. Neka je A sektorijalan operator i Re σ(A) > δ > 0. Tada za α ≥ 0 postoji
Cα < ∞ takva da ∣∣∣∣∣∣Aαe−At∣∣∣∣∣∣ ≤ Cαt−αe−δt, za t > 0.
Ako je 0 < α ≤ 1 i x ∈ D(Aα), tada vrijedi∣∣∣∣∣∣∣∣(e−At − 1) x∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
α
C1−αtα ||Aαx|| .
Nadalje, Cα je ogranicˇena za svaki α iz nekog kompaktnog intervala u (0, ∞). Sˇtovisˇe, Cα
je ogranicˇena i za α→ 0+.
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Definicija 2.1.10. Neka je A sektorijalan operator na Banachovom prostoru X. Za svaki
α ≥ 0 definiramo
Xα = D(Aα1 )
sa normom
||x||α =
∣∣∣∣∣∣Aα1 x∣∣∣∣∣∣ , x ∈ Xα,
pri cˇemu je A1 = A + aI i a odabran tako da Re σ(A1) > 0. Nadalje, razlicˇiti izbori broja
a daju ekvivalentne norme na Xα.
Teorem 2.1.11. Vrijedi sljedec´e
1. Ako je A sektorijalan operator na Banachovom prostoru X, onda je Xα Banachov
prostor s normom || · ||α za α ≥ 0 i X0 = X.
2. Za α ≥ β ≥ 0 prostor Xα je gust potprostor od Xβ s neprekidnim ulaganjem.
3. Ako A ima kompaktni rezolventni skup, ulaganje Xα ⊂ Xβ je kompaktno za α > β ≥ 0.
Sve tvrdnje navedene u ovom poglavlju, kao i njihovi dokazi, mogu se pronac´i u [6].
Poglavlje 3
Egzistencija i jedinstvenost
U ovom poglavlju promatramo inicijalni problem najprije za linearnu, a zatim i za neline-
arnu jednadzˇbu. Navest c´emo nuzˇne uvjete za egzistenciju rjesˇenja koje c´emo iskoristiti
da bismo pokazali egzistenciju rjesˇenja nelinearne disipativne Burgersove jednadzˇbe (Po-
glavlje 4.2). Osnovne reference su nam [6], [9] i [10].
3.1 Linearni problem
Promatramo homogeni linearni Cauchyjev problem
du
dt
+ Au = 0, t > 0 (3.1)
u(0) = u0,
pri cˇemu je A sektorijalan operator na Banachovom prostoru X i u0 zadan.
Definicija 3.1.1. Rjesˇenje problema (3.1) na (0, T ) je neprekidna funkcija u : [0, T )→ X
za koju vrijedi
• u je neprekidno diferencijabilna na (0, T ),
• u(t) ∈ D(A) za t ∈ (0, T ),
• u zadovoljava (3.1) na (0, T ), uz u(t)→ u0 na X kad t → 0+
Iz Teorema 2.1.6 slijedi da je u(t) = e−Atu0 rjesˇenje problema (3.1). Pokazˇimo da je to
jedinstveno rjesˇenje.
Neka je 0 ≤ s ≤ t < T i v(t, s) = e−A(t−s)u(s), pri cˇemu je u(·) proizvoljno rjesˇenje od
17
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(3.1) na (0, T ). Tada je preslikavanje s → v(t, s) neprekidno na 0 ≤ s ≤ t i neprekidno
diferencijabilno na 0 < s < t i vrijedi
∂
∂s
v(t, s) = e−A(t−s)
d
ds
u(s) + Ae−A(t−s)u(s) = 0,
za 0 < s < t pa je v(t, 0) = v(t, t), to jest e−Atu0 = u(t).
Promotrimo nehomogeni problem
du
dt
+ Au = f (t), t ∈ (0, T ),
u(0) = u0.
Lema 3.1.2. Neka je f : (0, T ) → X lokalno Ho¨lder neprekidna i ∫ ρ
0
|| f (s)|| ds < ∞ za
neki ρ > 0. Definirajmo
F(t) =
t−ρ∫
0
e−A(t−s) f (s) ds, t ∈ [0, T ).
Tada je F(·) neprekidna na [0, T ), neprekidno diferencijabilna na (0, T ), uz F(t) ∈ D(A)
za t ∈ (0, T ) i vrijedi
d
dt
F(t) + AF(t) = f (t), t ∈ (0, T ),
F(t)→ 0 u X, kad t → 0+.
Dokaz. Za mali ρ > 0 definiramo
Fρ(t) =
t−ρ∫
0
e−A(t−s) f (s) ds, ρ ≤ t < T,
Fρ(t) = 0, 0 ≤ t ≤ ρ.
Neka je f (s) = 0 za s < 0. Tada vrijedi
∣∣∣∣∣∣F(t) − Fρ(t)∣∣∣∣∣∣ ≤ t∫
t−ρ
∣∣∣∣∣∣e−A(t−s)∣∣∣∣∣∣ || f (s)|| ds,
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sˇto tezˇi u 0 kad ρ→ 0+, uniformno na 0 ≤ t ≤ t0, za svaki t0 < T .
Kako za 0 ≤ t ≤ t + h ≤ t0 vrijedi
Fρ(t + h) − Fρ(t) =
(
e−Ah − I
) t−ρ∫
0
e−A(t−s) f (s) ds +
t+h−ρ∫
t−ρ
e−A(t+h−s) f (s) ds,
sˇto tezˇi k 0 kad ρ→ 0+, zakljucˇujemo da je Fρ neprekidna.
Dakle, F je neprekidna s [0, T ) u X i
||F(t)|| ≤
t∫
0
∣∣∣∣∣∣e−A(t−s)∣∣∣∣∣∣ || f (s)|| ds→ 0, t → 0+.
Za 0 ≤ s ≤ t vrijedi e−A(t−s) f (s) ∈ D(A) pa su Riemannove sume∑
t−s j≥ρ
e−A(t−s j) f (s j) ∈ D(A)
i
lim
∆s→0
A
∑
s≤t−ρ
e−A(t−s) f (s) ∆s =
t−ρ∫
0
Ae−A(t−s) f (s) ds.
Operator A je zatvoren pa je Fρ(t) ∈ D(A) i vrijedi
AFρ(t) =
t−ρ∫
0
Ae−A(t−s) f (s) ds =
t−ρ∫
0
Ae−A(t−s) ( f (s) − f (t)) ds +
(
e−Aρ − e−At
)
f (t).
Sada je ∣∣∣∣∣∣Ae−A(t−s)∣∣∣∣∣∣ = o (|t − s|−1)
i
|| f (s) − f (t)|| = o
(
|t − s|θ
)
,
za neki θ > 0 i s→ t−. Stoga vrijedi
AFρ(t)→
t∫
0
Ae−A(t−s) ( f (s) − f (t)) ds +
(
I − e−At
)
f (t), ρ→ 0+.
Dakle, F(t) ∈ D(A) za 0 < t < T .
Neka je [t0, t1] ⊂ (0, T ). Kako je
|| f (t) − f (s)|| ≤ K|t − s|θ, t, s ∈ [t0, t1], θ > 0,
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to vrijedi AFρ(t)→ AF(t) za t ∈ [t0, t1], pa je
∣∣∣∣∣∣AFρ(t) − AF(t)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣(e−At − I) f (t) +
t∫
t−ρ
Ae−A(t−s)( f (s) − f (t)) ds
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ ∣∣∣∣∣∣(e−At − I) f (t)∣∣∣∣∣∣ + C t∫
t−ρ
(t − s)θ ds→ 0,
za ρ→ 0+ uniformno po t ∈ [t0, t1].
Konacˇno, Fρ(t) je diferencijabilna za t > ρ i vrijedi
d
dt
Fρ(t) = −AFρ(t) + e−Aρ f (t − ρ), ρ < t < T. (3.2)
Desna strana u (3.2) konvergira uniformno prema −AF(t) + f (t) na t ∈ [t0, t1] ⊂ (0, T ), za
ρ→ 0+, pa je F neprekidno diferencijabilna na (0, T ) i vrijedi
d
dt
F + AF = f (t).

Teorem 3.1.3. Neka je A sektorijalan operator na X, x0 ∈ X, f : (0, T ) → X lokalno
Ho¨lder neprekidna i
∫ ρ
0
|| f (t)|| dt < ∞ za neki ρ > 0. Tada postoji jedinstveno (jako)
rjesˇenje u(·) problema
du
dt
+ Au = f (t), t ∈ (0, T ),
u(0) = u0
i dano je sa
u(t) = e−Atu0 +
t∫
0
e−A(t−s) f (s) ds.
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3.2 Nelinearni problem
Promatramo nelinearni problem
du
dt
+ Au = f (t, u), t > t0, u(t0) = u0. (3.3)
pri cˇemu pretpostavljamo da je A sektorijalan operator takav da su razlomacˇke potencije
(Definicija 2.4) operatora A1 = A + aI dobro definirane i prostori Xα = D(Aα1 ) sa normom||u||α =
∣∣∣∣∣∣Aα1u∣∣∣∣∣∣ su definirani za α ≥ 0.
Nadalje, neka je U ⊂ R × Xα, 0 ≤ α < 1 otvoren i f : U → X lokalno Ho¨lder
neprekidna po t i lokalno Lipschitz neprekidna po u, to jest ako je (t1, u1) ∈ U, tada postoji
okolina V ⊂ U od (t1, u1) takva da za (t, u), (s, v) ∈ V vrijedi
|| f (t, u) − f (s, v)||X ≤ L
(
|t − s|θ + ||u − v||α
)
,
za neke konstante L, θ > 0.
Definicija 3.2.1. Rjesˇenje Cauchyjevog problema (3.3) na (t0, t1) je neprekidna funkcija
u : [t0, t1)→ X takva da vrijedi
• u(t0) = u0 na (t0, t1)
• (t, u(t)) ∈ U, u(t) ∈ D(A), i ut(t) postoji
• t 7→ f (t, u(t)) je lokalno Ho¨lder neprekidna
• ∫ t0+ρ
t0
|| f (s, u(s))|| ds < ∞ za neki ρ > 0
• dudt + Au = f (t, u) na (t0, t1).
Lema 3.2.2. Ako je u rjesˇenje problema (3.3) na (t0, t1), tada vrijedi
u(t) = e−A(t−t0)u0 +
t∫
t0
e−A(t−s) f (s, u(s)) ds. (3.4)
Obratno, ako je u : (t0, t1) → Xα neprekidna funkcija i
∫ t0+ρ
t0
|| f (s, u(s))|| ds < ∞
za neki ρ > 0 te vrijedi integralna jednadzˇba (3.4) za t0 < t < t1, tada je u(·) rjesˇenje
diferencijalne jednadzˇbe (3.3) na (t0, t1).
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Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz Definicije 3.2.1 i Teorema 3.1.3
Za dokaz obrata, pretpostavimo da je u ∈ C((t0, t1); Xα) rjesˇenje integralne jednadzˇbe
(3.4). Pokazˇimo da je u lokalno Ho¨lder neprekidna. Ako je t0 < t < t + h < t1 onda vrijedi
u(t + h) − u(t) =
(
e−Ah − I
)
e−A(t−t0)x0 +
t∫
t0
(
e−Ah − I
)
e−A(t−s) f (s, u(s)) ds
+
t+h∫
t
e−A(t+h−s) f (s, u(s)) ds.
Ako je 0 < δ < 1 − α, tada po teoremu 2.1.9 za svaki z ∈ X vrijedi∣∣∣∣∣∣∣∣(e−Ah − I) e−A(t−s)z∣∣∣∣∣∣∣∣
α
≤ C(t − s)−(α+δ)hδea(t−s)||z||
pa za t ∈ [t∗0, t∗1] ⊂ (t0, t1) imamo
||u(t + h) − u(t)||α ≤ Chδ.
Slijedi da je preslikavanje t → f (t, u(t)) lokalno Ho¨lder neprekidno na (t0, t1) pa, po
Teoremu 2.1.9, u rjesˇava linearni problem
dv
dt
+ Av = f (t, u(t)), t ∈ (t0, t1),
v(t0) = u0.
Dakle, u je rjesˇenje problema (3.3) na (t0, t1). 
Ako nije drugacˇije naznacˇeno, od sada pa nadalje pretpostavljamo da vrijedi
• A je sektorijalan operator,
• U ⊂ R × Xα otvoren, 0 ≤ α < 1,
• f : U → X lokalno Ho¨lder neprekidna po t i lokalno Lipschitz neprekidna po u.
Teorem 3.2.3. Za svaki (t0, u0) ∈ U postoji T = T (t0, u0) > 0 tako da problem (3.3) ima
jedinstveno rjesˇenje na (t0, t0 + T ).
Dokaz. Po Lemi 3.2.2, dovoljno je pokazati odgovarajuc´i rezultat za integralnu formulu
(3.4). Neka su δ, τ > 0 takvi da je skup
V = {(t, u) : t ∈ (t0, t0 + τ), ||u − u0||α ≤ δ} ⊂ U
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i neka za (t, u1), (t, u2) ∈ V vrijedi
|| f (t, u1) − f (t, u2)|| ≤ L||u1 − u2||α.
Oznacˇimo
B = max
[t0, t0+τ]
|| f (t, u0)||
i odaberimo T ∈ (0, τ] takav da vrijedi∣∣∣∣∣∣∣∣(e−Ah − I) u0∣∣∣∣∣∣∣∣
α
≤ δ
2
, h ∈ [0, T ]
i
M (B + Lδ)
T∫
0
s−αeas ds ≤ δ
2
,
pri cˇemu je ∣∣∣∣∣∣Aα1e−At∣∣∣∣∣∣ ≤ Mt−αeat, t > 0.
Definiramo sljedec´i skup
S = {v : [t0, t0 + T ]→ Xα : v neprekidna, ||v(t) − u0||α ≤ δ, t ∈ [t0, t0 + T ]}.
Tada je S potpun metricˇki prostor sa normom
||v||S = sup
t∈[t0, t0+T ]
||v(t)||.
Za v ∈ S definiramo preslikavanje G(v) : [t0, t0 + T ]→ X formulom
G(v)(t) = e−A(t−t0)u0 +
t∫
t0
e−A(t−s) f (s, v(s)) ds.
Pokazˇimo da G preslikava skup S u njega samoga i da je G stroga kontrakcija.
Najprije uocˇimo da za t ∈ [t0, t0 + T ] vrijedi
||G(v)(t) − u0||α ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣(e−A(t−t0) − I) u0∣∣∣∣∣∣∣∣
α
+
t∫
t0
∣∣∣∣∣∣Aα1e−A(t−s)∣∣∣∣∣∣ (B + Lδ) ds
≤ δ
2
+ M (B + Lδ)
t0+T∫
t0
(t − s)−αea(t−s) ds ≤ δ.
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Nadalje, G(v) je neprekidna sa [t0, t0 + T ] u Xα pa G preslikava S u samog sebe.
Neka su v, w ∈ S i t ∈ [t0, t0 + T ]. Tada vrijedi
||G(v)(t) −G(w)(t)||α ≤
t∫
t0
∣∣∣∣∣∣Aα1e−A(t−s)∣∣∣∣∣∣ || f (s, v(s)) − f (s, w(s))|| ds
≤ ML||v − w||S
t∫
t0
(t − s)−αea(t−s) ds,
pa je
||G(v) −G(w)||S ≤ 12 ||v − w||S , ∀v, w ∈ S .
Po Banachovom teoremu o fiksnoj tocˇki (Teorem 1.4.3), G ima jedinstvenu fiksnu tocˇku u u
S koja je jedinstveno neprekidno rjesˇenje integralne formule (3.4) i f (t, u(t)) je ogranicˇena
za t → t+0 . Po Lemi 3.2.2 u je jedinstveno rjesˇenje problema (3.3) na (t0, t0 + T ). 
Teorem 3.2.4. (Maksimalni interval egzistencije) Neka za svaki zatvoren i ogranicˇen skup
B ⊂ U vrijedi da je slika f (B) ogranicˇen skup u X. Neka je u rjesˇenje problema (3.3) na
(t0, t1) i t1 je maksimalan, to jest rjesˇenje ne postoji na (t0, t2) ako t2 > t1. Tada je ili
t1 = +∞ ili postoji niz (tn), tn → t1 kad n → +∞ takav da (tn, u(tn)) → ∂U. (Ako je U
neogranicˇen, tocˇka u beskonacˇnosti je u ∂U.)
Dokaz. Pretpostavimo da je t1 < +∞ ali da (t, u(t)) nije u okolini ∂U za t ∈ [t2, t1].
Oznacˇimo tu okolinu sa N i uocˇimo da mozˇemo uzeti N = U \ B i (t, u(t)) ∈ B za
t ∈ [t2, t1).
Pokazˇimo da postoji u1 ∈ B takav da u(t) → u1 u Xα kad t → t−1 . Tada po Teoremu
3.2.3, uz u(t1) = u1, mozˇemo prosˇiriti rjesˇenje van vremena t1, sˇto je kontradikcija s mak-
simalnosˇc´u od t1.
Neka je C = sup(t, u)∈B || f (t, u)||. Pokazˇimo da je ||u(t)||β ogranicˇena kad t → t−1 i β < 1
proizvoljan. Uocˇimo da za α ≤ β < 1 i t2 ≤ t < t1 vrijedi
||u(t)||β ≤
∣∣∣∣∣∣Aβ−α1 e−A(t−t0)∣∣∣∣∣∣ ||u(t0)||α +
t∫
t0
∣∣∣∣∣∣Aβ1e−A(t−s)∣∣∣∣∣∣ || f (s, u(s))|| ds
≤ C˜
(t − to)−(β−α) ||u(t0)||α +
t∫
t0
(t − s)−β ds
 ,
sˇto je ogranicˇeno kad t → t−1 .
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Neka je t2 ≤ τ < t < t1 pa imamo
u(t) − u(τ) =
(
e−A(t−τ) − I
)
u(τ) +
t∫
τ
e−A(t−s) f (s, u(s)) ds.
Za α < β < 1 imamo
||u(t) − u(τ)||α ≤ C1(t − τ)β−α||u(τ)||β + C2
t∫
τ
(t − s)−α ds ≤ C3(t − τ)β−α.
Dakle, limt→t1 u(t) postoji u X
α. 
Prije iskaza i dokaza sljedec´eg korolara navodimo pomoc´nu tvrdnju. Tvrdnja se mozˇe
nac´i u [6] kao poseban oblik Teorema 7.1.1.
Lema 3.2.5. (Gronwall) Neka su a, b, α, β nenegativne konstante takve da α, β > 0 i
T ∈ (0, ∞). Neka je u : [0, T ]→ R integrabilna funkcija takva da vrijedi
0 ≤ u(t) ≤ at−α + b
t∫
0
(t − s)−βu(s) ds, s.s. t ∈ [0, T ].
Tada postoji konstanta M = M(b, α, β, T ) < ∞ takva da vrijedi
0 ≤ u(t) ≤ aMt−α, s.s. t ∈ (0, T ].
Korolar 3.2.6. Neka je U = (t, ∞) × Xα i || f (t, u)|| < K(t)(1 + ||u||α), ∀(t, u) ∈ U pri
cˇemu je K(·) neprekidna na (t, ∞). Ako je t > τ, u0 ∈ Xα, tada postoji jedinstveno rjesˇenje
problema (3.3) u (t0, u0) za sve t > t0.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji tn → t1 < ∞ takav da ||u(tn)||α → +∞. Tada vrijedi
||u(t)||α ≤
∣∣∣∣∣∣e−A(t−t0)∣∣∣∣∣∣
α
+
t∫
t0
∣∣∣∣∣∣Aα1e−A(t−s)∣∣∣∣∣∣ · K(s) (1 + ||u(s)||α) ds.
Iz Gronwallove nejednakosti (Lema 3.2.5) slijedi da ||u(t)||α ostaje ogranicˇena kad t →
t1. 
Teorem 3.2.7. Neka operator A ima kompaktan rezolventni skup, neka je B zatvoren i
ogranicˇen skup takav da R+ × B ⊂ U ⊂ R × Xα te neka f preslikava sve ogranicˇene
skupove U u ogranicˇene skupove u X. Ako je u(t; t0, u0) rjesˇenje problema (3.3) na (t0, ∞)
i ||u(t; t0, u0)||α < ∞ kad t → +∞, onda je {u(t; t0, u0)}t>t0 u kompaktnom skupu u Xα.
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Dokaz. Ako je α < β < 1, onda je, po Teoremu 2.1.11, Xβ ⊂ Xα kompaktno ulaganje i
dovoljno je pokazati da je ||u(t; t0, u0)||β < ∞ za t ≥ t0 + 1.
Bez smanjenja opc´enitosti, mozˇemo pretpostaviti Reσ(A) > δ > 0 i || f (t, u(t; t0, u0))|| ≤
C za svaki t ≥ t0. Imamo sljedec´e
||u(t; t0, u0)||β ≤ M(t − t0)−(β−α)e−δ(t−t0)||u0||α + MC
t∫
t0
(t − s)−βe−δ(t−s) ds,
sˇto je ogranicˇeno za t ≥ t0 + 1. 
Poglavlje 4
Disipativna Burgersova jednadzˇba
U ovom poglavlju promatramo jednadzˇbu
ut + uux = εuxx, (4.1)
gdje je ε > 0 koeficijent viskoznosti. Jednadzˇba je nelinearna parabolicˇka i nazivamo je
disipativna ili viskozna Burgersova jednadzˇba.
Na temelju Poglavlja 3.2 pokazat c´emo egzistenciju i jedinstvenost rjesˇenja jednadzˇbe
(4.1). Opisat c´emo Hopf - Cole transformaciju, to jest metodu koja c´e nam dati eksplicitnu
formulu za rjesˇenje (Poglavlje 4.3).
4.1 Fizikalna interpretacija
Burgersova jednadzˇba ima sˇiroku primjenu u mehanici fluida, kod modeliranja vode u
nezasic´enom ulju, dinamike tla u vodi, turbulentne difuzije, kozmologije i seizmologije.
Prvi ju je uveo engleski matematicˇar H. Bateman. Nizozemski matematicˇar J. M. Burgers
ju je predlozˇio kao matematicˇki model za turbulenciju ([3]). Hopf i Cole su je proucˇavali
u kontekstu dinamike plinova.
Tok prometa
Promatramo tok automobila na cesti. Neka je ρ(t, x) gustoc´a automobila i f (t, x) tok
prometa. Sa ρ oznacˇimo restrikciju od ρ tako da 0 ≤ ρ ≤ ρmax, pri cˇemu je ρmax vrijednost
kada je razmak izmedu automobila najmanji moguc´i. Jednadzˇba kontinuiteta daje
∂ρ
∂t
+
∂ f
∂x
= 0. (4.2)
27
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Ocˇekujemo da je f = vρ, pri cˇemu je v brzina, no vozacˇi usporavaju kada se dovoljno
priblizˇe drugom autu, sˇto smanjuje gustoc´u pa tok ovisi o gradijentu gustoc´e
f (ρ) = ρ v(ρ) − D∂ρ
∂x
, D = const. (4.3)
Mozˇemo pretpostaviti da vozacˇi voze nekom konstantnom ogranicˇenom brzinom vmax, no
povec´anjem gustoc´e prometa vozacˇi usporavaju pa imamo
v(ρ) =
vmax
ρmax
(ρmax − ρ) . (4.4)
Ubacivanjem (4.3) i (4.4) u (4.2) slijedi
∂ρ
∂t
+
d
dx
[
vmax
ρmax
(ρmax − ρ) ρ
]
= D
∂2ρ
∂x2
.
Oznacˇimo li vmax = x0t0 , ρ = ρmaxρ, x = x0x i t = t0t, slijedi
ρt +
[
(1 − ρ)ρ]x = ερxx, ε = Dvmaxx0 , 0 ≤ ρ ≤ 1.
Konacˇno, transformacija u = 2ρ − 1 daje
ut + uux = uxx, −1 ≤ u ≤ 1,
sˇto je upravo jednadzˇba (4.1).
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4.2 Lokalna egzistencija i jedinstvenost rjesˇenja
U ovom poglavlju promatramo inicijalni problem za disipativnu Burgersovu jednadzˇbu
ut(t, x) + uux(t, x) = εuxx(t, x), (t, x) ∈ (t0, ∞) ×Ω, (4.5)
u(t0, x) = u0(x), x ∈ Ω, (4.6)
Bez smanjenja opc´enitosti, mozˇemo uzeti t0 = 0. Pokazat c´emo da za gornji problem
vrijede uvjeti iz Poglavlja 3.2. Neka je Ω ⊆ R i U ⊂ R × H10(Ω) otvoren skup. Tvrdimo
• A = εuxx je sektorijalan operator na L2(Ω),
• F : U → L2(Ω), F = uux je lokalno Ho¨lder neprekidna po t i lokalno Lipschitz
neprekidna po u.
Promatrat c´emo dva slucˇaja, Ω = R i Ω = (0, 1), i pokazat c´emo da u oba slucˇaja vrijede
gornje tvrdnje za operator A i funkciju F.
Ω = R
U Poglavlju 2 naveli neka korisna svojstva operatora Au = uxx, a sada c´emo pokazati da
je taj operator sektorijalan. Promatramo operator A na Lp(R) za 1 ≤ p < ∞, odnosno na
Cb(R)
D(Ap) = W2,p(R) ⊂ Lp(R), p < ∞,
D(A∞) = C2b(R),
sa normama
||u||W2,p(R) = ||u||Lp(R) + ||ux||Lp(R) + ||uxx||Lp(R), p < ∞,
||u||C2b(R) = ||u||∞ + ||ux||∞ + ||uxx||∞.
U slucˇaju p < ∞ derivaciju shvac´amo u slabom smislu.
Propozicija 4.2.1. Vrijedi sljedec´e
1. σ(Ap) = (−∞, 0] za svaki 1 ≤ p ≤ ∞,
2. Ako je |λ| = eiϕ za |ϕ| < pi, tada je
||(A − λI)−1|| ≤ 1|λ|cos(ϕ2 )
.
POGLAVLJE 4. DISIPATIVNA BURGERSOVA JEDNADZˇBA 30
Gornju propoziciju ostavljamo bez dokaza i u nastavku navodimo neke tvrdnje koje se
pokazˇu u dokazu. Dokaz se mozˇe pronac´i u [9].
Pokazˇe se da je rjesˇenje oblika
u(x) =
1
2
√
λ

x∫
−∞
e−
√
λ(x−y) f (y) dy +
+∞∫
x
e
√
λ(x−y) f (y) dy
 ,
te da vrijedi
||u||Lp(R) ≤ 1|λ| cos(ϕ2 )
|| f ||Lp(R),
||u||∞ ≤ 1|λ| cos(ϕ2 )
|| f ||∞.
Ocˇito je A∞ sektorijalan operator uz a = 0 i ϕ ∈ (pi2 , pi).
U slucˇaju p < ∞ je bitna cˇinjenica da je W2,p(R) gust u prostoru glatkih funkcija C∞(R).
Koristec´i Youngovu nejednakost ([7]) dobije se da vrijedi u ∈ D(Ap) = W2,p(R). (Detalji
dokaza mogu se pronac´i u [9].)
Vec´ smo spomenuli da nam je od posebnog interesa operator A = εuxx na prostoru
L2(R) sa domenom D(A) = H2(R). Prema gore dokazanom, taj operator je sektorijalan uz
a = 0 i ϕ ∈ (0, pi2 ).
Neka je je F : [0, ∞) × H10(R)→ L2(R) definirana sa
F(t, x, u) = u(t, x)ux(t, x).
Uocˇimo da F ne ovisi eksplicitno o (t, x) pa za (t, x) ∈ [0, ∞) × R postoji okolina V ⊂
[0, ∞) × H10(R) takva da za (t, x, u), (s, x, u) ∈ V vrijedi
||F(t, x, u) − F(s, x, u)||L2(R) ≤ |t − s|θ
za neki θ > 0. Dakle, F je lokalno Ho¨lder neprekidna po t.
Nadalje, fiksirajmo (t, x) ∈ [0, ∞) × R. Tvrdimo da postoji L > 0 takav da za u, v ∈
H10(R) vrijedi ||F(t, x, u) − F(t, x, v)||L2(R) ≤ L||u − v||H1(R),
to jest 
∫
R
[u(t, x)ux(t, x) − v(t, x)vx(t, x)]2 dx

1
2
≤ L

∫
R
[u(t, x) − v(t, x)]2 + [ux(t, x) − vx(t, x)]2

1
2
.
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Tvrdnju je dovoljno pokazati na prostoru X = H10(R) ∩ {||u||∞, ||ux||∞ ≤ A}.
Zbog principa maximuma vrijedi da ako je u0 ∈ X, te rjesˇenje postoji na [0, t), tada je
u(t) ∈ X. Vrijedi
||F(u) − F(v)||2L2(R) =
∫
R
[uux − vvx]2 dx =
∫
R
[uux − vux + vux − vvx]2 dx
=
∫
R
[(u − v)ux + v(ux − vx)]2 dx
≤ 2
∫
R
[(u − v)2u2x + v2(ux − vx)2] dx
≤ 2A2
∫
R
[(u − v)2 + (ux − vx)2] dx
= 2A2||u − v||H1(R)
Dakle, F je Lipschitzova po u.
Ogranicˇeni interval uz Dirichletov rubni uvjet
Bez smanjenja opc´enitosti, mozˇemo uzeti interval Ω = (0, 1). Promotrimo operator Au =
uxx uz homogene Dirichletove rubne uvjete. Imamo dva slucˇaja
D(Ap) = {u ∈ W2,p(Ω) : u(0) = u(1) = 0} ⊂ Lp(Ω), p < ∞,
D(A∞) = {u ∈ C2(Ω) : u(0) = u(1) = 0}, p = ∞,
s normama kao i u prethodnoj sekciji.
Propozicija 4.2.2. Operatori Ap : D(Ap) → Lp(Ω), p < ∞ i A∞ : D(A∞) → C(Ω) su
sektorijalni operatori uz a = 0 i ϕ ∈ (pi2 , pi) proizvoljan.
Dokaz. Neka je µ =
√
λ za λ < (−∞, 0] takav da Re µ > 0. Oznacˇimo s X prostor Lp(Ω),
odnosno prostor C(Ω). Svaku funkciju f ∈ X prosˇirimo do funkcije f˜ na Lp(R), odnosno
Cb(R) tako da || f || = || f˜ ||. Definiramo
u˜(x) =
1
2µ

x∫
−∞
e−µ(x−y) f˜ (y) dy +
+∞∫
x
eµ(x−y) f˜ (y) dy

Iz prethodne sekcije znamo da u˜|[0,1] zadovoljava jednadzˇbu λu − u′′ = f i vrijedi ||u||Lp ≤|| f ||Lp
|λ| cos( θ2 )
. No, u˜|[0,1] nuzˇno ne mora zadovoljavati rubne uvjete.
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Definiramo
γ0 =
1
2µ
∫
R
e−µ|s| f˜ (s) ds
i
γ1 =
1
2µ
∫
R
e−µ|1−s| f˜ (s) ds.
Tada su sva rjesˇenja jednadzˇbe λu − u′′ = f koja pripadaju W2,p(Ω) ili C2(Ω) dana sa
u(x) = u˜(x) + c1e−µx + c2eµx
pri cˇemu su e−µx i eµx rjesˇenja homogene jednadzˇbe λu−u′′ = 0. Konstante c1 i c2 mozˇemo
na jedinstven nacˇin odrediti iz rubnih uvjeta u(0) = u(1) = 0.
Kako je Re µ > 0 vrijedi eµ − e−µ , 0 i racˇunom dobivamo
c1 =
1
eµ − e−µ [γ1 − e
µγ0],
c2 =
1
eµ − e−µ [−γ1 − e
−µγ0].
Za 1 ≤ p ≤ ∞ dobivamo
||e−µx||Lp ≤ 1
(pRe µ)
1
p
, ||e−µx||∞ = eRe µ
i
||eµx||Lp ≤ e
Re µ
(pRe µ)
1
p
, ||eµx||∞ = 1.
Za 1 < p < ∞ Ho¨lderova nejednakost daje
|γ0| ≤ 1
2|µ|(p′Re µ) 1p′
|| f ||Lp ,
|γ1| ≤ 1
2|µ|(p′Re µ) 1p′
|| f ||Lp .
Takoder
|γ0|, |γ1| ≤ 12|µ| || f ||L1 , f ∈ L
1(Ω),
te
|γ0|, |γ1| ≤ 1|µ|Re µ || f ||∞, f ∈ C(Ω).
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Sˇtovisˇe, vrijedi |eµ − e−µ| ≈ eRe µ za |µ| → ∞.
Ako je λ = |λ|eiϕ za |ϕ| ≤ |ϕ0| < pi, tada je Re µ ≥ |µ| cos(ϕ02 ) pa dobivamo
||c1e−µx||Lp ≤ C|λ| || f ||Lp
i
||c2eµx||Lp ≤ C|λ| || f ||Lp ,
za C > 0 i |λ| dovoljno velik. Konacˇno,
||u||Lp ≤ C|λ| || f ||Lp ,
za |λ| velik, recimo |λ| ≥ R, i |arg λ| ≤ ϕ0.
Za |λ| mali se pokazˇe da je 0 ∈ ρ(Ap). Nadalje, kako je λ 7→ (Ap − λI)−1 holomorfna
na rezolventnom skupu, onda je i neprekidna pa i ogranicˇena na kompaktnom skupu {|λ| ≤
R, |arg λ| ≤ ϕ0}.
Dakle, Ap je sektorijalan operator. 
Analogno, kao u slucˇaju Ω = R, pokazˇe se da je F(t, x, u) = u(t, x)ux(t, x) lokalno
Ho¨lder neprekidna po t i lokalno Lipschitz neprekidna po u, to jest za (t, x, u) ∈ [0, ∞) ×
H10(Ω) postoji okolina V ⊂ [0, ∞) × H10(Ω) takva da za (t, x, u), (s, x, v) ∈ V vrijedi
||F(t, x, u) − F(s, x, v)||L2(Ω) ≤ L
(
|t − s|θ + ||u − v||H1(Ω)
)
,
za neke konstante L, θ > 0.
Time smo pokazali da su zadovoljene pretpostavke iz Poglavlja 3.2.
Po Teoremu 3.2.3 za svaki (t0, u0) ∈ U postoji T = T (t0, u0) takav da problem (4.5) -
(4.6) ima jedinstveno rjesˇenje na (t0, t0 + T ).
Teorem 3.2.4 nam je dao maksimalni interval egzistencije rjesˇenja. Po Definiciji 3.2.1
rjesˇenje u je neprekidna funkcija.
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4.3 Cole - Hopf transformacija
Cole - Hopf transformacija je metoda za rjesˇavanje viskozne Burgersove jednadzˇbe. Me-
todom se jednadzˇba linearizira i svodi na jednadzˇbu provodenja, te se dobiva formula za
egzaktno rjesˇenje. Postoje i druge metode za rjesˇavanje viskozne Burgersove jednadzˇbe.
Na primjer, u [5] je, kao efikasnija metoda za rjesˇavanje, predlozˇena takozvana Adomi-
anova dekompozicija. U nastavku navodimo Cole - Hopf transformaciju opisanu u [4].
Promatramo inicijalni problem za kvazilinearnu parabolicˇku jednadzˇbu
ut − a∆u + b|Du|2 = 0, (0, ∞) × Rn, a > 0, (4.7)
u = g, {t = 0} × Rn.
Pretpostavimo da je u glatko rjesˇenje gornje jednadzˇbe i oznacˇimo w = Φ(u), gdje je
Φ : R → R glatka funkcija. Cilj je odabrati Φ takav da w rjesˇava linarnu jednadzˇbu.
Ubacimo li w u jednadzˇbu (4.7), slijedi
wt = Φ′(u)ut = Φ′(u)(a∆u − b|Du|2)
= a∆w − (aΦ′′(u) + bΦ′(u))|Du|2.
Uz odabir aΦ′′(u) + bΦ′(u) = 0 (ovu jednadzˇbu znamo rijesˇiti i njeno rjesˇenje je dano sa
Φ(z) = e−
b
a z) slijedi
wt = a∆w.
Sada slijedi da ako u rjesˇava jednadzˇbu (4.7), onda w = e−
b
a u rjesˇava inicijalni problem
wt − a∆w = 0, (0, ∞) × Rn, a > 0,
w = e−
b
a g, {t = 0} × Rn.
Formula w = e−
b
a u naziva se Cole - Hopf transformacija. Gornji problem je inicijalni
problem za jednadzˇbu provodenja, cˇije je rjesˇenje dano formulom ([4]):
w(t, x) =
1√
(4apit)n
∫
Rn
e
−|x−y|2
4at e−
b
a g(y) dy, t > 0, x ∈ Rn.
Iz u = −ab ln w dobivamo eksplicitnu formulu za rjesˇenje problema (4.7)
u(t, x) = −a
b
ln
 1√(4apit)n
∫
Rn
e
−|x−y|2
4at e−
b
a g(y) dy
 , t > 0, x ∈ Rn. (4.8)
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Promotrimo sada problem (4.7) za n = 1 i b = 12
ut − auxx + 12(u
2)x = 0, (0, ∞) × R,
u = g, {t = 0} × R.
To je upravo disipativna Burgersova jednadzˇba. Uvedimo sljedec´e oznake
w(t, x) =
x∫
−∞
u(t, y) dy, (4.9)
h(x) =
x∫
−∞
g(y) dy
Vrijedi
wt − awxx + wwx = 0, (0, ∞) × R,
w = h, {t = 0} × R.
Iz (4.8) dobivamo eksplicitnu formulu za rjesˇenje
w(t, x) = −2a ln
 1√(4apit)n
∫
R
e
−|x−y|2
4at e−
1
2a h(y) dy
 , t > 0, x ∈ R.
Iz (4.9) slijedi u(t, x) = wx(t, x) pa iz gornje formule za w dobivamo
u(t, x) =
∫
R
x−y
t e
−|x−y|2
4at e−
1
2a h(y)∫
R
e
−|x−y|2
4at e−
1
2a h(y) dy
, t > 0, x ∈ R. (4.10)
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Sazˇetak
U ovom radu smo promatrali nelinearnu disipativnu Burgersovu jednadzˇbu
ut + uux = εuxx.
U Poglavlju 1 promatrali smo prostore funkcija. Definirali smo Banachove i Hilbertove
prostore i naveli vazˇne primjere tih prostora.
U Poglavlju 2 definirali smo posebnu klasu linearnih operatora na Banachovim prosto-
rima, takozvane sektorijalne operatore, i pokazali neka njihova korisna svojstva.
U Poglavlju 3 promatrali smo nelinearni problem
du
dt
+ Au = f (t, u), t > t0,
u(t0) = u0,
pri cˇemu je A bio sektorijalan operator i f lokalno Ho¨lder neprekidna po t i lokalno Lips-
chitz neprekidna po u. Naveli smo i dokazali nuzˇne uvjete za egzistenciju i jedinstvenost
rjesˇenja gornjeg problema.
U Poglavlju 4 smo promatrali inicijalni problem za disipativnu Burgersovu jednadzˇbu.
Pokazali smo da za operator A = εuxx i funkciju f = uux vrijede pretpostavke iz Poglavlja
3 i time dokazali da inicijalni problem za disipativnu Burgersovu jednadzˇbu ima jedins-
tveno rjesˇenje. Jednadzˇbu smo linearizirali Hopf - Cole transformacijom kako bi dobili
eksplicitnu formulu za rjesˇenje.
Summary
In this diploma thesis we analysed nonlinear dissipative Burgers’ equation
ut + uux = εuxx.
In Chapter 1 we discussed function spaces. We defined Banach and Hilbert spaces and
gave examples of those spaces. In Chapter 2 we defined a special class of linear operators
on Banach spaces, so-called sectorial operators, and showed some of their properties.
In Chapter 3 we considered a nonlinear problem
du
dt
+ Au = f (t, u), t > t0,
u(t0) = u0,
where A was a sectorial operator and f locally Ho¨lder continuous in t and locally Lipschitz
in u. We showed necessary conditions for existence and uniqueness of the solution.
In Chapter 4 we considered the initial problem for dissipative Burgers’ equation. We
showed that operator A = uxx and function f = uux satisfy presumptions from chapter 3
and proved that initial problem for dissipative Burgers’ equation has a unique solution. We
linearized the equation using the Hopf - Cole transform to get an explicit formula for the
solution.
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